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2006年全国硕士研究生入学考试数学（一） 

答案解析与点评 
水木艾迪考研辅导班命题研究中心  

清华大学数学科学系 刘坤林 谭泽光 俞正光 葛余博 
1． 06年考题仍然以基本的概念，理论和技巧为主, 注意考察基础知识的理解与简单综合运
用。除概率统计比 05 年考题难度略有增加以外，试卷难度普遍降低，估计平均难度系
数为 55-62%，平均分数为 80-83分；而前几年为 38-45%，平均分数只有 60-63分。 

2． 各套试题共用题目比例有较大幅度提高，在大纲要求的共同范围内难度趋于统一。特别
是数三数四连续几年并无任何经济特色，正如我们在讲座和教学中强调的那样，考的是

数学，确切说是理工类数学的能力。这是对 07年考生的重要参考。  
3． 06 年考题进一步说明了我们在水木艾迪考研辅导中教学策略的正确性，教学内容的准
确性和有效性，包括基础班、强化班及考研三十六计冲刺班，对广大学员的教学引导与

训练，使更大面积的考生最大限度受益。 
就四套试题的全局而言，水木艾迪考研辅导教学题型、方法与技巧在 06年的考试

中得到完美的体现，许多试题为水木艾迪考研辅导教学或模拟试题的原题，还有大量

题目仅仅有文字和符号的差别，问题类型及所含知识点与所用方法完全相同，特别是

水木艾迪考研数学三十六计为广大学员提供了全盛的锐利武器。 
在面向 07年考研的水木艾迪考研辅导教学中，水木艾迪的全体清华大学教师将进

一步总结经验，不辜负广大考生的支持和赞誉，以独树一帜的杰出教学质量回报考生

朋友，为打造他们人生的 U-形转弯倾心工作，送他们顺利走上成功之路。 
 
一、填空题（每小题 4分，共 24分） 

（1） =
−

+
→ x

xx
x cos1

)1ln(lim
0

2  

【解析与点评】 时）当 0(
2
1~cos1,~)1ln( 22 →−+ xxxxxx 。 

参见水木艾迪 2006考研数学 36计例 1-1及例 1-3等题目。 

（2）微分方程
x

xy
y

)1( −
=′ 的通解是 )0( ≠= − xcxey x   。 

[解析与点评] 分离变量积分即可。这是变量可分离方程。 
水木艾迪 2006 考研数学教学中有若干此类例题。例如水木艾迪 2006 考研数学白分训练营
模拟试题数（第一套）四第 3 题，（第二套）数四第 2 题，水木艾迪 2006 考研数学强化班
第 2讲例 1与第 7讲例 1。 

（3）设Σ是锥面 )10(22 ≤≤+= xyxz 的下侧，则 

∫∫
Σ

=−++ π2)1(32 dxdyzydzdxxdydz  

【解析与点评】补一个曲面 上侧
⎩
⎨
⎧

=
≤+

∑
1

1
:

22

1 z
yx

，应用 Gauss公式。 
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所为区域）和平面为锥面∫∫∫∫∫∫∫
ΩΣΣ

ΣΣΩ=+ 1(6
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dxdydz  
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而 ∫∫
Σ1

0)1(32 =−++ dxdyzydzdxxdydz  

注意 011 ==Σ dzz ，上有：在 。  

参见水木艾迪 2006 考研数学强化班第十二讲例 6、7、8 等题目；或水木艾迪 2006 考研数
学 36计例 20-5等题目。 

（4）点 ），，（ 012 到平面 0543 =++ zyx 的距离 2=d . 

【解析与点评】 2
2

2
50

10

543

1423
222

===
++

×+×
=d 。 

本题属于水木艾迪 2006 考研数学基础班简单基本例题。参见水木艾迪 2006 考研数学强化
班第九讲例 5等题目 

（5）设矩阵 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
21
12

A ， E 为 2 阶单位矩阵，矩阵 B 满足 2BA B E= + ，则 B = 

               ． 
【解析与点评】本题主要考查矩阵运算，矩阵乘积的行列式，和行列式计算等．这是比较简

单的一道题，只要掌握水木艾迪春季班和冲刺班关于矩阵运算，矩阵方程，以及行列式计算

等内容及相应的例题，就很容易做这道题了。  

[解] 由 EBBA 2+= ，得 EEAB 2)( =− ,两边取行列式,得 

42 ==− EEAB  

又 2
11
11
=

−
=− EA ，因此 2=B ． 

（ 6）设随机变量 X 与 Y 相互独立，且均服从区间 [0,3]上的均匀分布，则

{ }max{ , } 1P X Y ≤ =         . 【答案】
9
1

 

【解析与点评】
9
1

3
1

3
1)1()1()1,1()1},(max{ =×=≤≤=≤≤=≤ YPXPYXPYXP  

考研大纲明确提出均匀分布是要求熟练掌握的重要分布之一，而最（大、小）值函数是

要求熟练掌握的随机向量的函数分布。本题是这两个重要基本知识和基本技能的结合，是
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我们水木艾迪历次辅导班讲课的重点。例如 36计（冲刺班）的§1.5.2 强调求最值函数分布
方法和技巧，连续型见例 1.5.13，离散型见例 1.5.8 和 1.5.11，强化班对应为的§3.3.2 和例
3.3.13，离散型见例 3.3.9和 3.3.10, 均匀分布概率计算则分别见冲刺班例 1.2.2、例 1.4.6及
强化班例 1.3.7、例 3.1.7. 
二、选择题（每小题 4分，共 32分） 

（7）设函数 )(xfy = 具有二阶导数，且 xxfxf ∆>′′>′ ,0)(,0)( 为自变量 x在 0x 处的

增量， y∆ 与dy分别为 )(xf 在点 0x 处对应的增量与微分，若 0>∆x ，则【 A 】 

 （A） ydy ∆<<0    （B） dyy <∆<0  

 （C） 0<<∆ dyy    （D） 0<∆< ydy    

【解析与点评】因为 )(,0)( xfxf 则>′ 严格单调增加， )(,0)( xfxf 则>′′ 为凹 

又 0>∆x ，故  ydy ∆<<0 。或直接划草图更为直观。     

（8）设 ),( yxf 为连续函数，则 rdrrrfd∫ ∫4
0

1

0
)sin,cos(

π

θθθ 等于    【 C 】 

 （A） ∫ ∫
−

2
2

0

1 2

),(
x

x
dyyxfdx    （B） ∫ ∫

−
2
2

0
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0

2
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x

dyyxfdx  

 （C） ∫ ∫
−

2
2

0

1 2

),(
y

y
dxyxfdy    （D） ∫ ∫

−
2
2

0

1

0

2

),(
y

dxyxfdy      

【解析与点评】 直接划草图交换积分次序。本题二重积分基本题， 由极坐标系化直角坐标, 
直接画草图按先 x对后对 y的积分次序即得。参见水木艾迪 2006考研数学强化班第十
一讲例 6，例 13等题目。 

（9）若级数∑
∞

=1n
na 收敛，则级数                                   【 D 】 

（A）∑
∞

=1n
na 收敛.     （B）∑

∞

=

−
1

)1(
n

n
n a 收敛. 

（C）∑
∞

=
+

1
1

n
nn aa 收敛.     （D）∑

∞

=

++

1

1

2n

nn aa
收敛. 

【解析与点评】【解法 1】直接感觉法： 

首先∑
∞

=
+

1
1

n
na  也收敛，运用运算法则可知(D)收敛。    

【解法 2】反例排它法：取反例
n

a n
n

1)1(−= ，可排除(A)(B)(C)。  
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参见水木艾迪 2006考研数学 36计例 9-2，基础班例 8.15，,强化班第 6讲例 5，例 9等
题目。 

（10）设 ),( yxf 与 ),( yxϕ 均为可微函数，且 0),( ≠′ yxyϕ . 已知 ),( 00 yx 是 ),( yxf 在约

束条件 0),( =yxϕ 下的一个极值点，下列选项正确的是【  D  】 

（A）若 0),(,0),( 0000 =′=′ yxfyxf yx 则  

（B）若 0),(,0),( 0000 ≠′=′ yxfyxf yx 则 . 

（C）若 0),(,0),( 0000 =′≠′ yxfyxf yx 则  

（D）若 0),(,0),( 0000 ≠′≠′ yxfyxf yx 则 .  

【解析与点评】【解法 1】构造格朗日函数 ),(),( yxyxfF λϕ+=      

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==′

=′+′=′

=′+′=′

0),(

)2(0),(),(

)1(0),(),(

yxF

yxyyxyfF

yxxyxxfxF

y

ϕ

λϕ

λϕ

λ

  

对（2）由于 0 0( , ) 0x yyϕ
′ ≠ ，得到

0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )
y

x y

f x y f x yx
x y x y

λ
ϕ ϕ

′ ′
= − = −′ ′ ，  

从而有   0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y y xf x y x y f x y x yϕ ϕ′ ′ ′ ′⋅ = ⋅  

当 0 0( , 0xf x y′ =） 时，可推出 0 0 0 0( , ) ( , ) 0y xf x y x yϕ′ ′⋅ = ， 而由此推不出： 

y 0 0 y 0 0( , ) 0, ( , ) 0f x y f x y′ ′≠ =或 ， 因而否定 （A）,（B）。 

当 0,( 00 ≠′
）yxf x 时，加上 0 0( , ) 0x yyϕ

′ ≠ ,可推出 0 0 0 0( , ) ( , ) 0y xf x y x yϕ′ ′⋅ ≠ ，由此可推 

出: 0),( 00y ≠′ yxf 。 

【解法 2】由极值点必要条件得到 

0
),(),( 0000

0

xxyx yyxfyxf
xdx

dz
=

′+= 0
),(

),(
),(),(

00

00
0000 =

′

′
−=

yx

yx
yxfyxf

y

x
yx

ϕ

ϕ
 

当 0 0( , 0xf x y′ =） , 及 0 0( , ) 0x yyϕ
′ ≠ 时，可推出 0 0 0 0( , ) ( , ) 0y xf x y x yϕ′ ′⋅ = ， 而由此推不

出： y 0 0 y 0 0( , ) 0, ( , ) 0f x y f x y′ ′≠ =或 ， 因而否定 （A）,（B）。 
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当 0,( 00 ≠′
）yxf x 时，加上 0 0( , ) 0x yyϕ

′ ≠ ,可推出 

0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0x y y xf x y x y f x y x yϕ ϕ′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ ≠ ， 

由此可推出: 0),( 00y ≠′ yxf 。因而选 （D）. 

【解法 3】由多元函数条件极值点必要条件的几何意义可直接由 0 0( , ) 0x yyϕ
′ ≠ 和

0,( 00 ≠′
）yxf x , 直接得到得到 0),( 00y ≠′ yxf . 

    该题考查条件极值必要条件的一些代数性质，从代数解，除拉格伦日条件外，其它运

用的都是初等代数知识. 若从多元函数条件极值点必要条件的几何意义来考查，做法就很筒

单，有关用这方面内容来设计的题目, 可参见水木艾迪 2006考研数学 36计例 16-1。 

（11）设 sααα ,,, 21 " 均为 n维列向量， A是m n× 矩阵，下列选项正确的是 

（A）若 sααα ,,, 21 " 线性相关，则 sAAA ααα ,,, 21 " 线性相关 

（B）若 sααα ,,, 21 " 线性相关，则 sAAA ααα ,,, 21 " 线性无关 

（C）若 sααα ,,, 21 " 线性无关，则 sAAA ααα ,,, 21 " 线性相关 

（D）若 sααα ,,, 21 " 线性无关，则 sAAA ααα ,,, 21 " 线性无关            【 A 】 

【解析与点评】  本题主要考查向量组线性相关的判断．可以用定义，也可以转化为矩阵的

秩来做，在水木艾迪辅导班上这类问题的分析方法是重点辅导的内容。 

【解法 1】利用定义. 

若 sααα ,,, 21 " 线性相关,则存在不全为 0的常数 skkk ,,, 21 " 使得 

02211 =+++ sskkk ααα " ， 

用 A左乘等式两边,得   02211 =+++ ss AkAkAk ααα " ， 

于是 sAAA ααα ,,, 21 " 线性相关. 

【解法 2】利用矩阵的秩． 

( ) ( ) srArAAAr sss <≤= ααααααααα ,,,),,,(),,,( 212121 """  

所以 sAAA ααα ,,, 21 " 线性相关. 选(A)． 

 

（12）设 A为 3阶矩阵，将 A的第 2行加到第 1行得B，再将B的第 1列的 1− 倍加到第 2
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列得C，记
1 1 0
0 1 0
0 0 1

P
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则                                    【 B 】 

（A） 1 .C P AP−=      （B） 1.C PAP−=  

 （C） .TC P AP=         （D） .TC PAP=                  

【解析与点评】本题主要考查矩阵的初等变换，初等矩阵，以及初等变换和初等矩阵的联系.

水木艾迪辅导班春季班强化班都有专题进行辅导。只要掌握我们的例题的分析方法，这类题

就能迎刃而解。 

【解】依题意， BA =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
010
011

， CB =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

100
010
011

， 

又 P=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
010
011

，
1

100
010
011

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
P ，于是

1−= PAPC ．选(B)． 

（13）设 ,A B为随机事件，且 ( ) 0, ( | ) 1P B P A B> = ，则必有 

 （A） ( ) ( ).P A B P A∪ >     （B） ( ) ( ).P A B P B∪ >  

 （C） ( ) ( ).P A B P A∪ =     （D） ( ) ( ).P A B P B∪ =            【 C 】 

【解析与点评】 )()()(/)()|(1 BPABPBPABPBAP ===>==  
)()()()()( APABPBPAPBAP =−+=∪  

本题考条件概率的概念和概率的一般加法公式。它们同样是我们历次辅导班讲课的重

点。例如 36计（冲刺班）中第一计“基本概念与基本概率公式的考查要点”的最活跃的概
率公式、应用特点和作用，及例 1.1.1对 )|( BAP 与 P(A)的讨论；强化班对应为§2.1.2和§1.1.2
及例 2.2.3。 

（14）设随机变量 X 服从正态分布 2
1 1( , )N µ σ ，Y 服从正态分布 2

2 2( , )N µ σ ，且 

1 2{| | 1} {| | 1},P X P Yµ µ− < > − <  

（A） 1 2.σ σ< 。  （B） 1 2.σ σ> 。  （C） 1 2.µ µ< 。  （D） 1 2.µ µ>                   【A 】 

【解析与点评】 )/1|(|)/1/|(|)1|(| 1
*

1111 σσσµµ <=<−=<− XPXPXP ， *X 是 X 的标

准化， )1,0(~* NX ，类似有 )/1|(|)1|(| 2
*

2 σµ <=<− YPYP ， )1,0(~* NY  

由标准正态分布性质及题设 1 2{| | 1} {| | 1},P X P Yµ µ− < > − <  知选 A。 

本题考点：正态分布的基本性质和正态分布的标准化技巧。我们历次辅导班都讲“正
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态分布是天下最重要的分布”，而“标准化是正态分布的行之有效的重要技巧”。（冲刺班）

例 1.6.2中标准化技巧及例 1.4.2与例 1.4.3正态分布，强化班也有对应的内容与例题。 
三 解答题（共 94分） 

（15）（10分） 设区域 }{ ,0,1),( 22 ≥≤+= xyxyxD 计算二重积分 

∫∫ ++
+

=
D

dxdy
yx

xy
I

221
1

。 

【解析与点评】利用对称性，推出 ∫∫ =
++D

dxdy
yx

xy 0
1 22 ;  

这样， ∫ ∫∫∫ −
=+=

+
=

++
= 2

2

1

0

1

0

2
222

2ln
2

)1(
211

1 π

π
ππθ rnldr

r
rddxdy

yx
I

D

。 

这是很典型的二重积分计算题，几乎所有微积分参考书中都有。可参见水木艾迪 2006 考
研数学强化班讲义第十一讲例 17。 

（16）（12分）  设数列{ }nx 满足 ),2,1(sin,0 11 …==<< + nxxx nnπ 。 

求: (Ⅰ)证明 nn
x

∞→
lim 存在,并求之 。 (Ⅱ)计算

2
1

1 )(lim nx

n

n

n x
x +

∞→
  。 

【解析与点评】 （1） 10,sin 212 ≤<= xxx ， 时因此当 2, ≥n  

nnn xxx ≤=+ sin1 ， { }nx 单调减少。又 0≥nx ，即 { }nx 有下界，有极限存在准则，

Axnn
=

∞→
lim 存在，再由极限的唯一性，将递推公式两边取极限得 AA sin= ，解得 0=A 。 

（2）原式 型为 "1",

1

)
sin

(lim
2

∞

∞→
= n

n

n

n

x
x

x
 

（方法 1）对离散型不能直接用洛必达法则，先考虑 

)

0

sinln(
2
1

0
lim

2
1

)sin(lim
t

t

ttet
t

t
t

→=
→

，由复合极限定理，只需考虑 

6
1

3
1cos

0
limsin1

0
lim

22 −=
−

→
=

−

→ t
t

tt
tt

tt  

因此
2

1

)sin(lim n

n

n

n

x
x

x
∞→

6
1

0

2
1

)sin(lim
−

→
== et

t
t

t
。 

（方法 2） 利用重要极限凑成标准型 
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2
1sin

]sin)sin1{(lim
2
1

)sin(lim
00

tt
tt

tt
t

t
ttt

t
t

tt

−

−−
+=

→→
 

由复合极限定理，再考虑如下极限即可： 

6
1

3
1coslimsin1lim

2020
−=

−
=

−
→→ t

t
t

tt
t tt

。 

参见水木艾迪 2006考研数学 36计例 1-7，基础班例 4.41,强化班第 1讲例 14，例 19，

例 23等题目。还可参见清华大学出版社《大学数学考研清华经典备考教程 微积分上》（刘

坤林、谭泽光编写）第 5章综例 5.4.8。 

（17）（12分） 将函数
22

)(
xx

xxf
−+

= 展开成 x的幂级数。 

【解析与点评】
x

B
x

A
xx

xxf
+

+
−

=
+−

=
12)1)(2(

)(  

3
2,23,2)2()1( ====−++ AAxxxBxA 令  

令
3
1,13,1 −=−=−= BBx  

[ ])(1
1

3
1

)
2

1(

1
3
1

)1(
1

3
1

)2(
1

3
2)(

xxxx
xf

−−
⋅−

−
⋅=

+
⋅−

−
⋅=  

1,)1(
2
1

3
1)1(

3
1)

2
(

3
1

0 0

1

0

<⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=−−= ∑ ∑∑

∞

=

∞

=

+
∞

=

xxxx n

n n

n
n

nn

n

n
。 

参见水木艾迪 2006考研数学基础班例 9.7, 冲刺班 36计例 10-4，强化班第 1讲例 14等题。 

（18）（12 分） 设函数 内具有二阶导数在 ),0()( +∞uf ，且 )( 22 yxfZ += 满足等

式 0
2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

。 

(Ⅰ)验证 0
)(

)( =
′

+′′
u
uf

uf . 

(Ⅱ)若 的表达式。求函数 )(1)1(,0)1( ufff =′= . 

【解析与点评】 (Ⅰ)  
22

22

22

22 )(;)(
yx

yyxf
y
z

yx

xyxf
x
z

+
+′=

∂
∂

+
+′=

∂
∂
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)(
)(

)(
)(

22

22

2
22

22
22

2
22

2

2

yx
yx

xyx

yxf
yx

xyxf
x

z
+

+
−+

+′+
+

+′′=
∂
∂

 

2
3)(

)(
)(

)(
22

2
22

22

2
22

yx
y

yxf
yx

xyxf
+

+′+
+

+′′=  

同理，由轮换对称性得到 

 
2

322

2
22

22

2
22

2

2

)(
)(

)(
)(

yx

xyxf
yx

y
yxf

x
z

+
+′+

+
+′′=

∂
∂

 

代入 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

左端，      得 0
)(

)(
22

22
22 =

+

+′
++′′

yx

yxf
yxf  

因此得微分方程  0
)(

)( =
′

+′′
u
uf

uf 。 

(Ⅱ) 【解法 1】 看作高阶可降阶方程: 
( )( ) 0

(1) 0, (1) 1

f uf u
u

f f

′⎧ ′′ + =⎪
⎨
⎪ ′= =⎩

 

令 ∫ ∫ +−=−==′ c
u
du

p
dp

u
p

du
dp

puf ;,)( 则  

cup +−= lnln ，
u
cpuf ==′ )(  

2(1) 1, 1, ( ) lnf c f u u c′ = = = + ， 

再 0,0)1( 2 == cf 得由 ， ( ) lnf u u=于是 。 

【解法 2】看作欧拉方程: 
2 ( ) ( ) 0
(1) 0, (1) 1

u f u uf u
f f

′′ ′⎧ + =
⎨ ′= =⎩

, (0, )u∈ +∞  

  令 ( )f u uλ= , 特征方程 ( )1 0λ λ λ− + = , 即 2 0λ = , 特征根 0,0λ = . 

微分方程的解： 1 2( ) lnf u c c u= + , 代入初始条件, ( ) lnf u u=于是  

【解法 3】看作全微分方程: 
( ) ( ) 0

(1) 0, (1) 1
uf u f u
f f
′′ ′+ =⎧

⎨ ′= =⎩
, (0, )u∈ +∞  

( )( ) 0
(1) 0, (1) 1

uf u
f f

⎧ ′⎪ =
⎨

′= =⎪⎩

1
( ) 0

(1) 0, (1) 1

u

u
uf u

f f
=

⎧ ′ =⎪⇒ ⎨
′= =⎪⎩

( ) 1/
(1) 0

f u u
f
′ =⎧

⇒ ⎨ =⎩
( ) lnf u u⇒ =  

这是多元微分学与微分方程综合题，可参见水木艾迪 2006 考研数学强化班讲义第八
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讲例 7, 水木艾迪 2006考研数学 36计例 15-9等。 

（19）（12 分） 设在上半平面 { }0),( >= yyxD 内，函数 ),( yxf 具有连续偏导数,且对任

意的 0>t  

都有 ),(),( 2 yxfttytxf −= ，证明: 对 L 内的任意分段光滑的有向简单闭曲线 L,都有

∫ =−
L

dyyxxfdxyxyf 0),(),( 。 

【解析与点评】由 ),(),( 2 yxfttytxf −= 两边对 t求导得： 

),(2),(),( yxtftytxfytytxfx yx −=′+′  

令 ),(2),(),(,1 yxfyxfyyxfxt yx −=′+′= 则  

记 ( , ), ( , )X yf x y Y xf x y= = −  

( , ) ( , )y
X f x y yf x y
y

∂ ′= +
∂

;  ( , ) ( , )x
Y f x y xf x y
x

∂ ′= − −
∂

 

Y X
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]x yf x y xf x y f x y yf x y′ ′− − − +  

= 2 ( , ) [ ( , ) ( , )] 0x yf x y xf x y yf x y′ ′− − + = ， 

由于是单连通域，又有满足 0Y X
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
, 这样, 于是对 L内的任意分段光滑的有向简单闭

曲线 L, 都有 ∫ =−
L

dyyxxfdxyxyf 0),(),( 。 

这是多元微分学与曲线积分的综合题，是入手该题有两个的关键: 第一是闭路迳上曲

线积分为零的条件；第二是 2次齐次函数的微分性质, 这些可参见水木艾迪 2006考研数学

强化班讲义第十讲例 13, 和强化班讲义第十二讲例 10等题目. 

（20）（9分） 已知非齐次线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1
4 3 5 1 3

3 1

x x x x
x x x x

ax x x bx

+ + + = −⎧
⎪ + + − = −⎨
⎪ + + − =⎩

有 个线性无关的解  

（Ⅰ）证明方程组系数矩阵 A的秩 ( ) 2r A = ； 

（Ⅱ）求 ,a b的值及方程组的通解． 

【解析与点评】 本题考查矩阵的秩，非齐次线性方程组的求解等.涉及的知识点有非齐次
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线性方程组的解的性质，解的结构，齐次线性方程组的基础解系，向量组的线性相关性，矩

阵的秩的定义，用初等变换求解线性方程组等。所有这些都是我们辅导班的重点内容。 

【解】 （Ⅰ）设 321 ,, ααα 是方程组的 3个线性无关的解,则 21 αα − , 31 αα − 是 0=Ax 的

两个线性无关的解.于是 0=Ax 的基础解系中解的个数不少于 2,即 2)(4 ≥− Ar ,从而 

2)( ≤Ar . 又 A有一个 2阶子式 0
34
11
≠ ， 于是 2)( ≥Ar ，所以 2)( =Ar ． 

（Ⅱ） 对方程组的增广矩阵作初等行变换:       

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−

131
11534
11111

ba ⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−−−
−−

−
→

aabaa 1310
35110
11111
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−−−
−−
−

→
aaba 24452400

35110
24201

     

由 2)( =Ar ,得出 3,2 == ba .代入后继续作初等行变换: 

                       

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
→

00000
35110

24201
. 

方程组的通解为 

( ) ( ) ( )TTT kkx 1,0,5,40,1,1,20,0,3,2 21 −+−+−=  

其中 21 ,kk 为任意常数． 

［解毕］ 

（21）（9分） 设 3 阶实对称矩阵 A的各行元素之和均为 3,向量 ( )T1,2,11 −−=α ， 

( )T1,1,02 −=α 是线性方程组 0=Ax 的两个解,  

（Ⅰ）求 A的特征值与特征向量；   

（Ⅱ）求正交矩阵Q和对角矩阵Λ ,使得 Λ=AQQT
． 

【解析与点评】本题考查实对称矩阵的性质，矩阵的特征值与特征向量，施密特正交化以及

矩阵的相似对角化等. 矩阵 A有特征值 0，以及 0的特征向量是通过齐次线性方程组的解的
形式给出的。这种类型的问题我们在辅导班上都有过分析，只要将每个基本的知识都会灵活

应用，这道题也不难解决。 

【解】（Ⅰ） 由题设 A的行和均为 3，有 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
1
1

3
3
3
3

1
1
1

A ， 

所以， ( )T1,1,13 =α 是 A的属于特征值 3的特征向量． 

又 21 ,αα 是 0=Ax 的线性无关的两个解，即 21 ,αα 是 A的属于特征值 0的两个线性无关的

特征向量．由此可知，特征值 0的代数重数不小于 2． 

综合之， A的特征值为 0，0，3. 属于０的特征向量为 2211 αα kk + ，其中 21 ,kk 是不全为

零的常数；属于３的特征向量为 3αk ，其中 k是非零常数． 

（Ⅱ）将 21 ,αα 正交化， 

令 11 αβ = ， 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
−

−
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=−=

2
1
0
2
1

1
2
1

6
3

1
1

0

),(
),(

1
11

12
22 β

ββ
βα

αβ ， 

单位化 

( )T1,2,1
6

1

1

1
1 −−==

β
β

γ ， ( )T10,1
2

1

2

2
2 −==

β
β

γ ， ( )T1,1,1
3

1

3

3
3 ==

β
β

γ . 

令

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

=

3
1

2
1

6
1

3
10

6
2

3
1

2
1

6
1

Q ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=Λ

3
0

0
，则有

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3
0

0
AQQT

. 

（22）（9分）随机变量 X 的概率密度为
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<≤
<<−

=
其他,0

20,4/1
01,2/1

)( x
x

xf X ，令
2XY = ， ),( yxF

为二维随机变量 ）（ YX , 的分布函数。 

（I）求Y 的概率密度 ( )Yf y ；（II）求 )4,
2
1(−F  

【解析与点评】【解法 1】  

（I） 2xy = 的反函数有两支，由水木艾迪冲刺班例 1.5.3知 
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)]()([
2

1)( yfyf
y

yf YYY −+=  

当 4021 <<⇒<<− yx ， 且 011010 <−<−<<⇒<< yyy 而 ，此时 

yy
yfY

8
3]

2
1

4
1[

2
1)( =+=  

且 122141 −<−<−<<⇒<< yyy 而 ，此时 

yy
yfY

8
1]0

4
1[

2
1)( =+= 。 

综上     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤

<<

==

其他,0

41,
8

1

10,
8

3

)()( ' y
y

y
y

yFyf YY  

（II） )4,
2
1(−F )4,

2
1( ≤−≤= YXP  

4
1

2
1

2
1)]0,1(/)

2
1,1([

2
1)

2
11(

)
2
12()22,

2
1()4,

2
1( 2

=×=−−−=−≤≤−=

−≤≤−=≤≤−−≤=≤−≤=

LLXP

XPXXPXXP
 

其中 L(a,b)表示区间(a,b)的长度。 

【解法 2】 （I） )()()( 2 yXPyYPyFY ≤=≤=  

  )(yFY ∫∫ =+=≤≤−===
−

<≤ y

y

y
ydxdxyXyP

0

010

4
3

4
1

2
1)( ； 

而 ∫∫ +=+=≤≤−===
−

<≤ yy
ydxdxyXyPyF

0

0

1

41

4
1

2
1

4
1

2
1)()( 。 

所以 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<≤

<<

==

其他,0

41,
8

1

10,
8

3

)()( ' y
y

y
y

yFyf YY  

（II） )4,
2
1(−F )4,

2
1( ≤−≤= YXP  

)22,
2
1()4,

2
1( 2 ≤≤−−≤=≤−≤= XXPXXP  
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)
2
12( −≤≤−= XP

4
1

2
12

1

1

== ∫
−

−

dx 。 

本题考点：随机变量重要函数的分布；均匀分布的基本概念及联合分布函数的基本概

念。它们都是我们辅导班历次讲课重点。例如 36计（冲刺班）例 1.5.3求连续型 2XY = 一

般密度公式及特别情形的计算，强化班的为例 3.3.4. 
解法 2 是从联合分布函数的最基本的概率定义入手，对 y 进行适当的讨论得到。这也

是辅导班上强调的基本题型。 

（23）（9 分）设总体 X 的概率密度为
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−

<<

=

其他,0

21,1

10,

),( x

x

xf θ

θ

θ ，其中θ 是未知参数

（0<θ <1）。 

nXXX ",, 21 为来自总体的简单随机样本，记 N为样本值 nxxx ",, 21 中小于 1的个数。求

θ的最大似然估计。 

【解析与点评】依设样 本 nxxx ",, 21 按照从小到大为序（即顺序统计量的观测值）有如下

关系： 

)()2()1( ... Nxxx ≤≤≤ < )()2()1( ...1 nNN xxx ≤≤≤≤ ++ 。 

似然函数
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤≤<≤≤−

= +
−

其他,0

   1   ,)1(
)( )()1()()1( nNN

NnN xxxx
L

""θθ
θ ， 

似然函数非零部分得到  )1ln()(ln)(ln θθθ −−+= NnNL ， 

0
1

)(ln
=

−
−

−=
θθθ

θ NnN
d
Ld

，所以
n
N

=θ̂ ， 即θ的最大似然估计值为 N/n。 

本题考点：最大似然估计的概念和求似然估计的基本方法；顺序统计量及其观测值的

概念。它们都是我们辅导班历次讲课重点。例如 36计（冲刺班）中例 2.2.2, 例 2.2.1, 例 2.2.3
等等、强化班则见例 6.2.2，6.2.4等。 

 本题的难点是“N 为样本值 nxxx ",, 21 中小于 1 的个数”的理解，能够想到“顺序统

计量的观测值”的考生凤毛麟角，而顺序统计量是大纲明确要求的。 
 


